
Решение систем нелинейных уравнений 
 
В лекции 10 рассматривались системы линейных уравнений. Многие практические задачи 
сводятся к решению системы нелинейных уравнений. 

Пусть для вычисления неизвестных х1, х2, ... , хп требуется решить систему п нелинейных 
уравнений 
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В векторной форме эту систему можно записать как 
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В отличие от систем линейных уравнений не существует прямых методов решения 

нелинейных систем общего вида. Лишь в отдельных случаях систему (18) можно решить 
непосредственно. Например, для случая двух уравнений иногда удается выразить одно 
неизвестное через другое и таким образом свести задачу к решению одного нелинейного 
уравнения относительно одного неизвестного. 

Для решения систем нелинейных уравнений обычно используются итерационные методы. 
Рассмотрим некоторые из них: метод простой итерации, метод Зейделя и метод Ньютона. 

Метод простой итерации и метод Зейделя. Систему уравнений (18) представим в виде 

  (19) 
Для решения этой системы можно использовать метод простой итерации, аналогичный 
соответствующему методу для одного уравнения. Значения неизвестных на k-й итерации будут 
найдены с использованием их значений на предыдущей итерации   …,  как 

 
  (20) 

Систему (19) можно решать и методом Зейделя, напоминающим метод Гаусса-Зейделя 
решения систем линейных уравнений (см. л. 10). Значение хi

k находится из i-го уравнения системы 
(19) с использованием уже вычисленных на текущей итерации значений неизвестных. Таким 
образом, значения неизвестных на k-й итерации будут находиться не с помощью (20), а с 
помощью соотношения (ср. с ф-лой 23, лек. 10): 

 i = 1, 2,..., п. 
Итерационный процесс в обоих методах продолжается до тех пор, пока изменения всех 

неизвестных в двух последовательных итерациях не станут малыми, т. е. в качестве критерия 
завершения итераций выбирается одно из условий (13) - (15) из лек. 10. 

При использовании метода простой итерации и метода Зейделя успех во многом 
определяется удачным выбором начальных приближений неизвестных: они должны быть 
достаточно близкими к истинному решению. В противном случае итерационный процесс может не 
сойтись. 

Метод Ньютона. Этот метод обладает гораздо более быстрой сходимостью, чем метод простой 
итерации и метод Зейделя. В случае одного уравнения F(x) = 0 алгоритм метода Ньютона был 
легко получен путем записи уравнения касательной к кривой у = F(x). По сути, для нахождения 
нового приближения функция F(x) заменялась линейной функцией, т. е. раскладывалась в ряд 
Тейлора, при этом член, содержащий вторую производную, отбрасывался (как и все последующие 
члены). Та же идея лежит в основе метода Ньютона для системы уравнений: функции 



Fi(xi, х2,…, хп) раскладываются в ряд Тейлора, причем в разложении отбрасываются члены, 
содержащие вторые (и более высоких порядков) производные. 

Пусть приближенные значения неизвестных системы (18), полученные на предыдущей 
итерации, равны соответственно х1

(k-1), х2
(k-1)..., xn

(k-1). Задача состоит в нахождении приращений 
(поправок) к этим значениям Δx1, Δх2,... , Δxn, благодаря которым следующее приближение к 
решению системы (18) запишется в виде 

  (21) 
Проведем разложение левых частей уравнений (18) в ряд Тейлора, ограничиваясь лишь 

линейными членами относительно приращений: 

   (22) 
В правых частях этих соотношений значения F1, F2,…, Fn и их производных вычисляются в точке 

. 
Поскольку в соответствии с (18) левые части (22) должны обращаться в нуль, приравняем 

нулю и правые части, т. е. найдем новое приближение из условия равенства нулю разложений 
функций Fi. Получим следующую систему линейных алгебраических уравнений относительно 
приращений: 

  (23) 
Определителем системы (23) является якобиан 

 
Для существования единственного решения системы (23) он должен быть отличным от нуля на 
каждой итерации. 

Таким образом, итерационный процесс решения системы уравнений (18) методом Ньютона 
состоит в определении приращений Δx1, Δх2,... , Δxn к значениям неизвестных на каждой итерации 
посредством решения системы (23). Счет прекращается при выполнении одного из условий из 
лек. 10 (13)-(15) или (16) (в условии (16) невязка определяется как . Например, )( )()( kk xFr rrr

=
условие (14), которое с учетом (21) сведется к виду ε<Δ
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x . В методе Ньютона также важен 

удачный выбор начального приближения для обеспечения хорошей сходимости. Сходимость 
ухудшается с увеличением числа уравнений системы.  

В качестве примера рассмотрим использование метода Ньютона для решения системы двух 



уравнений  

  (24) 
 

 
Пусть приближенные значения неизвестных равны а, b. Предположим, что якобиан системы 

(24) при х = а, у = b отличен от нуля, т. е. 

 
Тогда следующие приближения неизвестных можно записать в виде 

 
Величины, стоящие в правых частях, вычисляются при х = а, y = b. 

 

 
Рис.  5. Метод Ньютона для системы двух уравнений 

 
Алгоритм метода Ньютона для решения системы двух уравнений изображен на рис. 5. В 

качестве исходных данных задаются начальные приближения неизвестных х, у, погрешность ε и 
допустимое число итераций М. В условной конструкции, проверяющей выполнение критерия 
завершения итераций, используется логическая операция «и», имеющаяся в современных языках 
программирования. Если итерации сойдутся, то выводятся значения х, у; в противном случае – 
текущие значения х, у и соответствующее сообщение. 

 
 
 
 
 



Упражнения 
1. Методом деления отрезка пополам найти с погрешностью 10-3 хотя бы один корень уравнений: 

а) 2ех = 5х;    б) х2 cos 2x = –1. 
2. Записать алгоритм решения уравнения методом хорд. 
3. Найти с погрешностью 10-3 методом хорд хотя бы один корень уравнений:  

a) 2x – lg x – 7 = 0;    б)ctg x – 0,1 = 0. 
4. Записать алгоритм решения уравнения методом Ньютона. 
5. Используя метод Ньютона, найти с погрешностью 10-3 хотя бы один корень уравнений: 

a) tg (0,55х + 0,1) = х2;   б) х3 – 0,2х2 + 0,5х + 1,5 = 0. 
6. Сравнить число итераций, необходимых для достижения заданной точности, в методах деления 

отрезка пополам, хорд и Ньютона на примере решения одного из уравнений, приведенных в 
упр. 1, 3, 5. 

7*. Определить, при каких начальных приближениях метод Ньютона будет сходиться для 
уравнения arctg x = 0. 

8. С помощью метода простой итерации найти с погрешностью 10-3 хотя бы один корень 
уравнений:  
a) 5x – 8 lnx = 8;    б) х2 = sin х;    в)* х е2х – 2 = 0. 

9. Определить глубину погружения деревянного шара радиуса 20 см, плавающего в воде. 
Плотность дерева 0,75 г/см3. 

10. Найти процентное содержание углекислого газа в реакции 2СО + О2 ↔ 2СО2, которое 
определяется уравнением (р/k2 – 1)x3 + 3x – 2 = 0, где р – давление, k – постоянная 
равновесия. Принять р = 1, k = 1,648. 

11. Записать алгоритмы решения системы уравнений методом простой итерации и методом 
Зейделя. 

12. Используя метод простой итерации и метод Зейделя, найти с погрешностью 10-3 хотя бы одно 
решение систем уравнений: 
а) x = у + sin xy,               б)  x – arctg x – 0,2ysin у + 1 = 0, 

у = х + cos (x + у);   у – arctg у – 0,3xcos х – 1 = 0. 
 


